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SOLUZIONI

Esercizio 1. Si dimostri, applicando i limiti notevoli visti a lezione che:

lim
x→0

sinx = 0 lim
x→0

cosx = 1

e usare tali risultati per provare che:

lim
x→x0

sinx = sinx0 lim
x→x0

cosx = cosx0

Dimostriamo le prime due:

◦ lim
x→0

sinx = lim
x→0

sinx · x
x
= lim

x→0

sinx

x
· lim
x→0

x = 0.

◦ lim
x→0

cosx = lim
x→0

cosx+ 1− 1 = lim
x→0

cosx− 1

x2
· x2 + 1 = 1.

Utilizziamole per provare le altre due:

◦ lim
x→x0

sinx =y=x−x0 lim
y→0

sin (y + x0) = lim
y→0

(sin y cosx0 + cos y sinx0) = sinx0

◦ lim
x→x0

cosx =y=x−x0 lim
y→0

cos (y + x0) = lim
y→0

(cos y cosx0 − sin y sinx0) = cosx0.

Esercizio 2. Si dimostri applicando quanto visto per le successioni, che:

ex → +∞, x→ +∞ ex → 0, x→ −∞

Semplicemente, considerando M > 0 se x ≥ M allora ∀x ≥ n si avrà che ex ≥ en ≥ M ′. Allo
stesso modo, se x ≥M allora, ∀ε > 0 e ∀x ≥ n si avrà che e−x ≤ e−n ≤ ε.

Esercizio 3. Si dimostrino, applicando l’esercizio precedente e sapendo che eαn → eα se αn →
α, le seguenti:

lnx→ +∞, x→ +∞ lnx→ −∞ x→ 0+

Supponiamo per assurdo che:
x→ +∞⇒ lnx→ l,

dove l è un valore finito. Allora, applicando la proprietà scritta nell’intestazione dell’esercizio,
avremmo:

lnx→ l⇔ elnx → el ⇔ x→ el

Ma questo è assurdo perché avevamo supposto x→ +∞. Allo stesso modo, per assurdo:

x→ 0+ ⇒ lnx→ −l
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con l valore finito. Applicando la proprietà:

lnx→ −l⇔ elnx → e−l ⇔ x→ 1

el

Ma questo è assurdo perché avevamo supposto x→ 0+.

Esercizio 4. Si calcolino i seguenti limiti.

◦ lim
x→0

x3 − 3x2 + 4x

x5 − x
= lim

x→0

x · (x2 − 3x+ 4)

x · (x4 − 1)
= −4.

◦ lim
x→+∞

x3 − 3x

2x3 − x2
= lim

x→+∞

x3 · (1− 3
x2
)

x3 · (2− 1
x)

=
1

2

◦ lim
x→0

√
1 + x− 1

x
= lim

x→0

√
1 + x− 1

x
·
√
1 + x+ 1√
1 + x+ 1

= lim
x→0

x

x · (
√
1 + x+ 1)

=
1

2

◦ lim
x→+∞

(
3
√

2 + x3 − 3
√
1 + 2x2 + x3) =

= lim
x→+∞

(
3
√
2 + x3− 3

√
1 + 2x2 + x3)

3
√
(2 + x3)2 + 3

√
(1 + 2x2 + x3)2 + 3

√
(2 + x3)(1 + 2x2 + x3)

3
√
(2 + x3)2 + 3

√
(1 + 2x2 + x3)2 + 3

√
(2 + x3)(1 + 2x2 + x3)

=

= lim
x→+∞

−2x2 + 1
3
√
(2 + x3)2 + 3

√
(1 + 2x2 + x3)2 + 3

√
(2 + x3)(1 + 2x2 + x3)

= −2
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◦ lim
x→5

x− 5
√
x−
√
5
= lim

x→5

x− 5
√
x−
√
5
·
√
x+
√
5

√
x+
√
5
= lim

x→5

(x− 5)(
√
x+
√
5)

x− 5
= 2
√
5.

Esercizio 5. Si calcolino i seguenti limiti, tenendo a mente i limiti notevoli visti a lezione.

◦ lim
x→0

tanx− sinx

x3
= lim

x→0

sinx

x
· 1− cosx

x2 cosx
=

1

2
.

◦ lim
x→π

2

cosx

x− π
2

=y=x−π
2
lim
y→0

cos (y + π
2 )

y
= lim

y→0

cos y cos π2 − sin y sin π
2

y
= −1.

◦ lim
x→0

ln(1− cosx)

lnx
lim
x→0

ln(1−cosx
x2

· x2)
lnx

= lim
x→0

ln(1−cosx
x2

) + 2 lnx

lnx
= 2.

◦ lim
x→+∞

(
| sinx|
x

)x
= lim

x→+∞
e
x ln

(
| sin x|
x

)
= 0.

◦ lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1− tanx

sinx
= lim

x→0

√
1 + tanx−

√
1− tanx

sinx
·
√
1 + tanx+

√
1− tanx√

1 + tanx+
√
1− tanx

=

2



lim
x→0

2 tanx

sinx(
√
1 + tanx+

√
1− tanx)

= lim
x→0

2

cosx(
√
1 + tanx+

√
1 + tanx)

= 1.

◦ lim
x→0

cos π(1−x)2

x
= lim

x→0

sin π
2x

π
2x

· π
2
=
π

2
.

Esercizio 6. Studiare i limiti destro e sinistro delle seguenti funzioni nel punto richiesto. Per
quali di esse i limiti sono uguali?

◦f(x) = [lnx], x = e

lim
x→e−

f(x) = 0 6= 1 = lim
x→e+

f(x)

◦g(x) = 1

x
, x = 0

lim
x→0−

g(x) = −∞ 6= +∞ = lim
x→0+

g(x)

h(x) =

{
(x− 1)2 x ≤ 1

− lnx x > 1

lim
x→1−

(x− 1)2 = 1 = lim
x→1+

− lnx

i(x) =

{
−
√
|x| x ≤ 0

ex x > 0

lim
x→0−

−
√
|x| = 0 6= 1 = lim

x→0+
ex
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